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ВСТУП 
 

При вивченні різноманітних процесів та явищ, розв'язуванні багатьох за-

дач із математики, механіки, фізики, біології тощо часто не вдається встановити 

функціональну залежність між шуканими та даними змінними величинами. 

Проте складається рівняння, до якого крім незалежних величин і залежних від 

них шуканих функцій, входять також їхні похідні. Такі  рівняння називаються 

диференціальними (термін  “ диференціальне рівняння ” був уведений 

В.Лейбницем). 

 Розглянемо задачі, які приводять нас до диференціальних рівнянь. 

Задача 1. Температура тіла за 10 хвилин змінилась від 100 0  до 60 0 . Тем-

пература навколишнього повітря підтримується постійною (10 0 ). Визначити, 

через cкільки хвилин температура тіла буде 20 0 . 

 Як відомо з фізики, швидкість охолодження тіла пропорційна різниці між 

температурою, до якої нагріте тіло, і температурою навколишнього середови-

ща. Позначимо температуру тіла в деякий момент часу через T(t). Тоді швид-

кість зміни температури за часом є похідна. Оскільки швидкість охолодження 

пропорційна різниці між температурою тіла T і температурою навколишнього 

середовища, то одержимо рівняння 

                                               )10(  Tk
dt
dT                                                                 

де k -  коефіцієнт пропорційності, який потрібно визначити з початкових 

умов: T(0) = 100, T(10) = 60. Отримали диференціальне рівняння  із невідомою 

функцією T(t).  



 Задача 2. Знайти сім'ю кривих, яка має ту властивість, що кутовий коефі-

цієнт дотичної у будь-якій точці дорівнює потроєній ординаті точки дотику. 

 Нехай )(xyy  – рівняння кривої, яка має задану властивість. З геометрич-

ного смислу похідної випливає, що у кожній точці кривої  )(xyy  повинна ви-

конуватись рівність  

    yy 3 , 

 яка є диференціальним рівнянням першого порядку. 

 Список таких прикладів можна значно розширити. 

 

  



Глава 1. Диференціальні рівняння першого порядку 

1.1. Загальні поняття та означення 
 

Диференціальним рівнянням першого порядку називається рівняння 

виду: 

F(x, y, y ) = 0,                                                                         (1.1) 

яке зв'язує незалежну змінну, невідому функцію та її похідну.  

 Якщо рівняння (1.1) можна розв'язати відносно y, то одержимо диферен-

ціальне рівняння виду: 

),,( yxfy                                                                          (1.2) 

яке називається рівнянням першого порядку, розв'язаним відносно похідної, або 

рівнянням у нормальній формі. 

 Оскільки ,
dx

dy
y  то рівняння (1.2) можна записати у вигляді:  

    .0),(  dydxyxf  

 У такому вигляді воно є частковим випадком більш загального рівняння 

0).(),(  dyyxQdxyxP .                                                        (1.3) 

 Розв'язком диференціального рівняння (1.1) називається диференційо-

вана функція )(xy  , яка при підстановці  її в це рівняння  перетворює його на 

тотожність.  

При знаходженні розв'язку диференціального рівняння у більшості випа-

дків необхідно виконувати операції інтегрування. У зв'язку з цим процедура 

знаходження розв'язку диференціального рівняння називається інтегруванням 

диференціального рівняння. Графік розв'язку диференціального рівняння на-



зивається інтегральною кривою цього рівняння. 

 Відповідь на питання, за яких умов рівняння (1.2) має розв'язок, дає тео-

рема Коші. 

 Теорема Коші (про існування і єдність розв'язку). Якщо права частина 

рівняння (1.2) і її частинна похідна ),( yxf y
  визначені і неперервні в деякій обла-

сті G, то яка б не була внутрішня точка ),( 00 yx  цієї області, дане рівняння має 

єдиний розв'язок )(xy  , який задовольняє умов у  = 0y  при  x = 0x , тобто        

 ( 0x )= 0y , 

 Остання умова, згідно з якою розв'язок )(xy   набуває напере д задане 

значення 0y  в заданій точці 0x  називають початковою умовою.  

Геометричний зміст теореми Коші полягає в тому, що через кожну точку 

( 0x , 0y ) з області G проходить єдина інтегральна крива. Задача знаходження ро-

зв'язку рівняння (1.2), який задовольняє вказану початкову умову, називається 

задачею Коші. 

 Розв'язок диференціального рівняння , в кожній точці якого порушується 

умова єдності, називають особливим розв'язком.  

 Диференціальне рівняння може мати нескінченну множину розв'язків (сі-

м'ю інтегральних кривих). За певних умов з цієї сім'ї можна виділити єдину 

криву, яка проходить через задану точку. У зв'язку з цим уводять поняття зага-

льного й частинного розв'язку диференціального рівняння (1.2), права частина 

якого задовольняє у деякій області умовам теореми. 



Функція. ),( Сxy  , яка залежить від аргументу  x і довільної сталої С, 

називається загальним розв'язком рівняння (1.2) в області G, якщо вона задо-

вольняє дві умови: 

1. при будь-якому значенні сталої С з деякої множини, функція 

),( Сxy  ,є розв'язком рівняння (1.3), 

2. для довільної точки ( 0x , 0y ) G  можна знайти таке значення С = 

0C , що має місце співвідношення ),( 000 Сxy  . 

Будь-який розв'язок ),( 0Сxy   рівняння (1.3), який одержано із загально-

го розв’язку ),( Сxy   для конкретного значення С = 0С , називається частин-

ним розв’язком. 

Якщо загальний розв’язок диференціального рівняння знайдено у неяв-

ному вигляді, тобто у вигляді рівняння  0),,(  Cyx , то такий розв’язок нази-

вають загальним інтегралом диференціального рівняння, причому рівність  

0),,( 0  Cyx  називають частинним інтегралом рівняння. 

 Якщо задачу про знаходження всіх розв’язків диференціального рівняння 

вдається звести до обчислення скінченного числа інтегралів і похідних від ві-

домих функцій і алгебраїчних операцій, то кажуть, що диференціальне рівняння 

інтегрується в квадратурах. Необхідно зазначити, що клас інтегрованих в 

квадратурах диференціальних рівнянь надзвичайно обмежений. Розглянемо де-

які типи диференціальних рівнянь першого порядку, що інтегруються в квадра-

турах. 

 



1.2. Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними 
 

 Диференціальним рівнянням з відокремлюваними змінними назива-

ється рівняння, яке можна записати у вигляді: 

                                     ).()( ygxfy                                                               (1.4) 

 Наприклад, рівняння 
xx

y
y

cos
  є рівнянням з відокремлюваними змін-

ними, оскільки його можна записати у вигляди (1.4), де 
xx

xf
cos

1
)(


 , а 

.)( yyg    

 Для знаходження загального розв’язку рівняння (1.4) перепишемо його у 

вигляді ).()( ygxf
dx

dy
  Виключивши з розгляду точки, в яких 0)( yg , множимо 

обидві частини рівняння на dx . і ділимо на g(y): 

.)(
)(

dxxf
yg

dy
                                                            (1.5) 

 Отримане рівняння називається рівнянням з відокремленими змінни-

ми. Інтегруємо ліву частину рівняння по y , а праву частину по x , одержуємо 

.)(
)(

21 СdxxfС
yg

dy
   

або  

                ,)(
)(

Сdxxf
yg

dy
                                                    (1.6) 

де CCC  12  - довільна стала.  Вираз (1.6) є загальним інтегралом рівнян-

ня (1.4). 

 



 Якщо рівняння задано у вигляді: 

0)()()()(  dyyQxPdxyNxM  

то для відокремлення змінних його не потрібно приводити до виду (1.4), а дос-

татньо поділити обидві частини на  добуток :)()( xPyN  

,0
)(

)(

)(

)(
 dy

yN

yQ
dx

xP

xM
 

звідки отримуємо загальний інтеграл 

                ,
)(

)(

)(

)(
Cdy

yN

yQ
dx

xP

xM
                                                  (1.7) 

де С - довільна стала. 

 Зауважимо, що при такому методі розв'язання ми можемо загубити час-

тинні розв'язки, коли 0)( yg ,  або 0)( xP , 0)( yN . Якщо існують розв'язки 

цих алгебраїчних рівнянь,  то вони можуть належати множині розв'язків (1.7), а 

можуть і не належати. В останньому випадку, для одержання всіх розв'язків рі-

вняння (1.4) їх потрібно приєднати до загального інтегралу. Розв'язки, які не 

входять до загального інтеграла, називаються  особливими. 

 

 Приклад. Знайти частинний розв'язок рівняння, ,
)1(

)1(
2

2

xy

yx
y




  що задо-

вольняє початкову умову .1)1( y  

 Розв'язання.  Перепишемо рівняння у вигляді ,
)1(

)1(
2

2

xy

yx

dx

dy




  помножимо 

ліву і праву частини рівняння на  dx і поділимо на 
y

y 21
, ми отримаємо рівнян-

ня з відокремленими змінними 



                                              .0
11 22





 x

xdx

y

ydy
 

Оскільки  


,)1ln(
2

1

1

2

2
Cy

y

ydy
то після інтегрування  маємо 

    .ln
2

1
)1ln(

2

1
)1ln(

2

1 22 Cxy    

 Скоротивши на 
2
1 і використавши властивості та однозначність функції 

xy ln , отримаємо загальний інтеграл рівняння у вигляді .)1)(1( 22 Cyx   

 Задовольняємо початкову умову, підставивши в загальний інтеграл 

1,1  yx  

    .)11)(11( C  

 Отже 4C , частинний інтеграл рівняння ,4)1)(1( 22  yx а частинний ро-

зв'язок .
1

3
2

2

x

x
y




  

 

 Приклад. Знайти всі розв’язки рівняння 

                                             .01 2  dyxxydx  

 Розв'язання.  Вважаючи, що ,0,1  yx поділимо обидві частини рівнян-

ня на добуток 01 2  yx  і перепишемо рівняння у вигляді .
1 2

dx
x

x

y

dy


  Про-

інтегрувавши ліву і праву частини рівняння і взявши для зручності довільну 

сталу у вигляді  ||ln С , отримаємо 

  |,|ln1||ln 2 Cxy   або  .
21 xCey  .RC  



 Ми отримали загальний розв'язок нашого рівняння. Безпосередньою пе-

ревіркою переконуємося, що 0,1,1  yxx  - розв'язки нашого рівняння. При-

чому розв'язок 0y  входить до загального при ,0C а розв'язки 1,1  xx  не 

входять, тому,що при 1x  маємо .constyC  Отже, ці розв'язки є особливими. 

 Остаточно, множина всіх розв'язків даного рівняння визначається форму-

лою: 

.1,1,,
21   xxRCCey x  

 

1.3. Однорідні диференціальні рівняння та рівняння, які до них зво-
дяться 

 

Функція ),( yxF називається однорідною функцією n-го порядку віднос-

но змінних yx, ,якщо для будь-якого 0t виконується тотожність 

).,(),( yxFttytxF n  

 Наприклад, функція xyyxyxF  22),(  є однорідною  другого порядку, 

бо ).,(),( 222222 yxFtxytytxttytxF   

 Диференціальне рівняння виду: 

  0),(),(  dyyxNdxyxM                                                             (1.8) 

де функції ),(),,( yxNyxM  однорідні одного порядку, називається однорідним 

диференціальним рівнянням. 

 



 Якщо вважати, що ,0),( yxN то рівняння (1.8) можна переписати у вигля-

ді: 

.
),(

),(

yxN

yxM

dx

dy
                                                       (1.9) 

Тоді функція в правій частині (1.9) буде функцією нульового порядку. Дійсно,  

).(
),(

),(

),(

),(

y

x
f

yxNt

yxMt

tytxN

tytxM
n

n

  

 Отже однорідне рівняння (1.8) завжди можна записати  у вигляді:  

).(
x

y
fy                                                            (1.10) 

 Покажемо,  що рівняння (1.10) зводиться до рівняння з відокремлювани-

ми змінними за допомогою підстановки ,)( xxuy   де )(xu нова, невідома функ-

ція.  

 Знаходимо похідну .u
dx

du
x

dx

dy
  Тоді для функції u(x) рівняння (1.10) на-

буває вигляду ),(uf
dx

du
xu   або .))(( dxuufxdu    

 Маємо рівняння з відокремлюваними змінними, загальний інтеграл якого 

задається формулою: 

  


,
)(

C
x

dx

uuf

du
 або .||ln

)(
Cx

uuf

du


  

 Якщо в цьому виразі замінити u на його значення
x

y
, то отримаємо зага-

льний інтеграл рівняння (1.10). 

 



 Приклад. Розв’язати рівняння .
2

3
22

23

xy

yxy
yx




  

 Розв'язання.  Розділимо ліву і праву частини рівності на x  ,

2

3

2

3

x
x

y

yx
x

y

y





  

а чисельник і знаменник правої частини  поділимо на 2x : .

12

3

2

2

3

3







x

y

x

y

x

y

y Введемо 

заміну ,u
x

y
  де u(x) – невідома функція.  

 Для функції u(x) наше рівняння запишеться у вигляді: 

,
12

3
2

3






u

uu
uxu

      
або    ,

12

3
2

3

u
u

uu

dx

du
x 






    
звідки         .

12 2

3




u

u

dx

du
x

 

 
Прийшли до рівняння з відокремлюваними змінними. Відокремлюємо 

змінні та інтегруємо 

   
 


 ,

12
3

2

du
u

u

x

dx
 .||ln

2

1
||ln2||ln

2
C

u
ux 

 

 Переписуємо отриманий загальний інтеграл у більш компактному вигляді 

та повертаємося до функцій :y  

||
ln

2 3

2

2

2

x

Cy

y

x
  

- загальний інтеграл нашого рівняння. 

 Розглянемо рівняння, що зводяться до однорідних  виду: 

)(
111 cybxa

cbyax
f

dx

dy




 ,                                                   (1.11) 

де 1111 ,,,,,,, dcbadcba  - деякі сталі. 



  Очевидно, якщо 01  cc , то функція, що стоїть в правій частині (1.11), 

однорідна. 

 Нехай хоча б один з коефициєнтів 
1,cc відмінний від 0. Розглянемо два 

можливих випадки. 

1. Коефіцієнти 11,,, baba   такі, що .011  baab  

Введемо нові змінні ,, 11 lyykxx  де k,l  - деякі, поки  що невідомі 

числа. 

Покажемо, як знаходити ці числа. Перейдемо в рівнянні (1.11) до но-

вих змінних 

)(
1111111

11

1

1

clbkaybxa

cblakbyax
f

dx

dy




 .                                       (1.12) 

Знайдемо lk, як розв'язки системи  

.0

,0

111 



clbka

cblak
                                                         (1.13) 

 Знайшовши розв'язок системи (система має єдиний розв’язок, оскільки 

визначник системи за умовою відмінний від нуля), підставляємо їх в рівняння 

(1.12), яке  набуває вигляду: 

                                  )(
1111

11

1

1

ybxa

byax
f

dx

dy




 ,                                                (1.14) 

і стає однорідним. Знаходимо його розв'язок і повертаємося до змінних ., yx  

 

Приклад. Знайти загальний інтеграл диференціального рівняння 

.
3

642






yx

yx
y  



 Розв'язання.  Маємо рівняння типу (1.11). Оскільки ,0642  робимо 

заміну ., 11 lyykxx   Для знаходження lk,  складаємо систему (1.13) 

.03

,0642





lk

lk
 

Її  розв'язок .2,1  lk  Покладаємо 2,1 11  yyxx  і для 1,,1 yx  одержуємо рів-

няння 

.
24

11

11

1

1

yx

xy

dx

dy




  

Поділимо чисельник і знаменник правої частини на 1x   

.

1

24

1

1

1

1

1

1

x

y

x

y

dx

dy





  

 Для знаходження розв'язку отриманого однорідного рівняння, робимо за-

міну )(1 xxuy   і зводимо рівняння до рівняння з відокремлюваними змінними 

                                          .
1

232

1





u

uu

dx

du
x  

Відокремлюємо змінні  

                                         ,
23

1
2

1

1 du
uu

u

x

dx




  

інтегруємо та повертаємося до :, yx  

                           ,

)2(

)1(

1
3

1

1

2

1

1

Cx

x

y

x

y







.)2()1( 32 yxCyx   

2. Коефіцієнти 11,,, baba такі, що .011  baab  



Це означає, що коефіцієнти пропорційні, тобто, 
11, bbaa   , і рівняння  

(1.11) переписується у вигляді: 

)
)(

(
111

111

cybxa

cybxa
f

dx

dy







. 

Робимо заміну .)( 11 ybxaxz  Тоді 
dx

dy
ba

dx

dz
11   і рівняння (1.11) переписується у 

вигляді 

),(
1

1

1

1

1

1 cz

cz
f

b

a

dx

dz

b 





 

яке є рівнянням з відокремлюваними змінними. 

  Знаходимо його загальний інтеграл 

                            ,)( 1

1

1
1 a

cz

cz
fb

dx

dz








   





,

)( 1

1

1
1

Cdx

a
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fb

dz
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і після інтегрування повертаємося до ., yx  

 

Приклад. Знайти загальний інтеграл диференціального рівняння 
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 Розв'язання.  У нашому випадку -2 + 2=0. 

 Робимо заміну .yxz  Тоді 
dx

dy

dx

dz
1  і рівняння для функції z(x) набуває ви-

гляду     .
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Це рівняння з відокремлюваними змінними. Інтегруємо його  
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Звідки .ln|2|ln2 Cxzz   

 Повертаємось до )(xy і остаточно маємо 

  ,2)2(|ln yxyxC    або  .)2( 2 yxeyxC   

 

1.4. Лінійні диференціальні рівняння 
 

Рівняння виду:  

)()( xQyxPy                                                                (1.15) 

де )(),( xQxP  - задані неперервні на деякому проміжку функції, називається лі-

нійним диференціальним рівнянням першого порядку.  

 Якщо ,0)( xQ  то рівняння (4.1) набуває вигляд:  

0)(  yxPy                                                               (1.16) 

і називається однорідним лінійним рівнянням, якщо ,0)( xQ  то неоднорідним. 

 Очевидно, що однорідне лінійне рівняння є рівнянням з відокремлювани-

ми змінними. Знаходимо його загальний розв'язок: 

                    .||ln)(ln,)(,)(   CdxxPydxxP
y

dy
yxP

dx

dy
  

Отже, остаточно загальний розв'язок (1.16) має вигляд:  

.
)(

 dxxP

Cey                                                         (1.17) 

 

Розглянемо два методи знаходження загального розв'язку неоднорідного 

рівняння (1.15). 

 



1. Метод Бернуллі (метод підстановки). 

 

 За цим методом шукаємо розв’язок (6.1) у вигляді добутку двох функцій 

).()()( xvxuxy   

 Тоді uvvuy   і, підставивши y та y  в (1.15), дістанемо  

).())(( xQvxPvuvu                                                             (1.18) 

 Оскільки )(xy дорівнює добутку двох функцій, одну з них можна вибрати 

довільно. Виберемо за )(xv один з розв'язків однорідного рівняння ,0)(  vxPv  

поклавши в (1.17) С=1, отримаємо       

.
)(

 dxxP

ev  

 Підставляючи знайдену функцію в (1.19), дістанемо  

).(
)(

xQeu
dxxP




 

 Ми отримали диференціальне рівняння з відокремлюваними змінними. 

Його загальний розв'язок має вигляд:  

    .)(
)(

CdxexQu
dxxP

    

Остаточно, загальний розв'язок рівняння (1.15) має вигляд: 

).)(()(
)()(

CdxexQexy
dxxPdxxP

 


                                     (1.19) 

 

 

 

  



2. Метод варіації довільної сталої (метод Лагранжа). 

 

 Знаходимо загальний розв'язок відповідного однорідного лінійного рів-

няння, тобто співвідношення (1.17). Загальний розв’язок неоднорідного рівнян-

ня (1.15) шукаємо у вигляді (1.17), взявши в ньому  за С деяку функцію С(x), 

тобто  

.)()(
)(

 dxxP

exCxy                                                         (1.20) 

Підберемо C(x ) так,  щоб функція (1.20) зaдовільняла (1.15).  

 Диференціюємо (1.20) 

,)()()()(
)()( 

 dxxPdxxP

exPxСexCxy                               (1.21) 

і підставляємо (1.20) та (1.21) у рівняння (1.15): 

).()(),()()()(
)()()(

xQexPxСexPxСexC
dxxPdxxPdxxP




 

Знаходимо  )(xC :  

,)()(
)(
dxxP

exQxС  

отже  

,)()(
)(

CdxexQxС
dxxP

                                                       (1.22) 

де С – довільна стала. 

  Підставляючи (1.22) в (1.20), отримаємо загальний розв'язок рівняння 

(1.15) у вигляді (1.19). 

 



 Зауваження. На практиці не слід застосовувати формально отриману фо-

рмулу, а в кожному конкретному випадку слід повторювати наведені вище ви-

кладки. 

 

 Приклад.  Знайти загальний розв'язок диференціального рівняння  

.2
2xxexyy   

 Розв'язання.  1. Застосуємо метод Лагранжа. 

Знаходимо загальний розв'язок відповідного однорідного рівняння  

02  xyy  : 

xy
dx

dy
2  xdx

y

dy
2  Cxy lnln 2  . 

Отже, 

xCey
2


 .                             (1.23) 

Вважаємо тепер в (1.23) C функцією x і підставляємо xexCy
2

)(


 у наше 

рівняння. Оскільки  

)(2)()(
22

xCxxexexCxy


 , 

то 

)(2)(
22

xCxxexexC


 + xexxC
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= xxe
2


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звідки  

,)( xxC  ,
2

)(
2

C
x

xC  .RC  

 

 



 Таким чином, загальний розв'язок  

.)
2

()(
22

xeC
x

xy


  

 2. Застосуємо метод Бернуллі.  

 Шукаємо розв'язок у вигляді )()()( xvxuxy  , де )(xv  - будь-який частинний 

розв'язок відповідного однорідного рівняння.  

 Для знаходження )(xv  скористаємося вище отриманою формулою (1.23), 

взявши в ній, наприклад, С=1. Отже, xexv
2

)(


 . 

Підставляємо )()(
2

xuxexy


  в наше рівняння: 

)(2)(
22

xuxxexuxe


 + )(2
2

xuxxe


= xxe
2


. 

Звідки знаходимо  )(xu : ,)( xxu  ,
2

)(
2

C
x

xu  .RC   

 Отже, остаточно .)
2

()(
22

xeC
x

xy


  

 Зауваження. Інколи диференціальне рівняння I порядку є лінійним не від-

носно y , а відносно x . Тобто, розглядаючи x як функцію від y  )(yxx  , його 

можна записати у вигляді  

)()( yQxyPx  . 

 Розв'язуючи це рівняння вказаними вище методами, аналогічно знаходи-

мо його загальний розв'язок: 

),)(()(
)()(

CdyeyQeyx
dyyPdyyP

 


 .RC  

 

 



1.5. Рівняння Бернуллі 
 

 Диференціальне рівняння виду: 

 

   yxQyxPy )()(  ,     (1.24)  

 

де )(),( xQxP  - задані  неперервні на деякому проміжку функції, а   - дійсне чи-

сло, відмінне від 0 і 1, називається рівнянням Бернуллі.  

 Якщо 0  або 1 , з рівняння (1.24) ми отримуємо лінійне диференціа-

льне рівняння 

 Якщо ,0  то частинним розв'язком (1.24) буде розв'язок 0y . 

  Вважаємо тепер 0y . Покажемо, що заміною  

 1yz , 

рівняння (1.24) зводиться до лінійного. Поділимо  праву і ліву частини (7.1) на 

y : 

)()( 1 xQyxPyy    .      (1.25) 

 Оскільки yyz  )1( , звідки 









1

z
yy , то переходячи в рівнянні 

(1.25) до )(xz , матимемо  рівняння  

)()(
1

xQzxP
z







 

 або рівняння  

   )()1()1)(( xQzxPz   .     (1.26) 



 Рівняння (1.26) є неоднорідним лінійним диференціальним рівнянням. 

Підставивши в його загальний розв'язок замість z  1y , отримуємо загальний 

інтеграл рівняння Бернуллі.  

 

 Зауваження.  При розв'язуванні конкретних рівнянь Бернуллі їх можна не 

перетворювати на лінійне, а відразу шукати розв'язок за методом Бернуллі у 

вигляді: )()()( xvxuxy  . 

 

 Приклад. Знайти загальний розв'язок диференціального рівняння  

    22 yeyy x .      (1.27) 

 Розв'язання.  Це рівняння Бернуллі при 2 .  

 Розв'яжемо його методом Бернуллі.  

 Шукаємо )(xy  у вигляді )()()( xvxuxy   підставляємо в наше рівняння 

(1.27): 

   22)2( vuevvuvu x .      (1.28) 

 Функцію )(xv  знаходимо як розв'язок рівняння 02  vv . 

  Маємо v
dx

dv
2 . Звідси dx

v

dv
2 , Cxv  2ln .  При 0C   

xexv 2)(  . 

 Підставляємо знайдену функцію )(xv  в (1.28) і отримуємо диференціаль-

не рівняння з відокремлюваними змінними для )(xu :  

xxx eueeu 422   . 



Знаходимо його загальний розв'язок : xeC
u


1

, або  

Ce
u

x 




1
. 

 Отже, остаточно  

Ce

e
xy

x

x






2

)(   – 

загальний розв'язок нашого рівняння. 

 

1.6. Рівняння в повних диференціалах 
 

 Диференціальне рівняння виду  

  0),(),(  dyyxQdxyxP                    (1.29) 

називається рівнянням в повних диференціалах, якщо ліва частина рівняння є 

повним диференціалом деякої функції ),( yxU , тобто  

   dyyxQdxyxPdU ),(),(   .       (1.30) 

Будемо вважати, що функції ),( yxP , ),( yxQ  неперервні і диференційовані 

в деякій області G , неперервними в цій області є також і функції 
y

P




 та 

x

Q




.  

Можна довести, що необхідною і достатньою умовою того, щоб вираз 

dyyxQdxyxP ),(),(   був повним диференціалом деякої функції ),( yxU , є виконан-

ня рівності: 

  
x

Q

y

P









.         (1.31) 



Оскільки, за означенням, повний диференціал для функції двох змінних 

визначається формулою 

dy
y

U
dx

x

U
dU









 , 

то з (1.30) матимемо 

  ),( yxP
x

U





, ),( yxQ

y

U





.        (1.32) 

Рівняння (1.29) можна записати у вигляді 0dU , а загальний інтеграл як 

cyxU ),( , Rc . Таким чином, розв'язування рівняння (8.1)зводиться до знахо-

дження функції ),( yxU  за її частинними похідними, тобто до знаходження фун-

кції U , що задовольняє (1.32). 

Розглянемо один із способів знаходження функції ),( yxU . Проінтегруємо 

першу рівність (1.32) по x . Ми отримаємо 

  )(),(),(),( yyxdxyxPyxU   ,                       (1.33) 

де ),( yx  - одна з первісних функції ),( yxP , що розглядається як функція тільки 

змінної x  ( y  відіграє роль параметра).  

 Підставляємо знайдену функцію ),( yxU  в друге рівняння (1.32) і одержу-

ємо рівняння для знаходження )(y : 

),()( yxQy
y





 . 

 Знайшовши )(y , підставляємо її в (1.33) і одержуємо шукану функцію 

),( yxU  і, відповідно, загальний інтеграл рівняння CyxU ),( . 

 



 Приклад. Знайти загальний інтеграл диференціального рівняння 

02)2( 22  xydydxxyx . 

 Розв'язання.  У цьому прикладі 

xyxyxP 2),( 22  , xyyxQ 2),(  . 

 Перевіримо виконання умови 
x

Q

y

P









: 

y
y

P
2




; y

x

Q
2




. 

 Отже, задане рівняння є рівнянням у повних диференціалах, тобто існує функ-

ція ),( yxU така,  що  

xydydxxyxdy
y

U
dx

x

U
yxdU 2)2(),( 22 









 . 

Таким чином, 

.2

222

xy
y

U

xyx
x

U











              (1.34) 

 Інтегруємо перше з співвідношень (1.34) по x ,вважаючи y  сталою: 

)(
3

22
3

yxxy
x

U  ,                                                       (1.35) 

де )(y - довільна диференційована функція . 

 Диференціюємо одержану функцію по y : 





xy

y

U
2 )(y . 

 



 Підставляємо знайдену похідну в ліву частину другого співвідношення 

(1.34): 

xy2 xyy 2)(  , 

звідки 0)(  y , тобто 
1)( Cy  . 

  Підставивши  в (1.34), отримаємо 1

22
3

3
),( Cxxy

x
yxU  . 

Загальний інтеграл CyxU ),(  має вигляд: 

Cxxy
x

 22
3

3
. 

  



Глава 2. Диференціальні рівняння вищих порядків 

2.1. Загальні поняття та означення 

 

Диференціальним рівнянням n-го порядку називається рівняння виду: 

 0),..,,,( )(  nyyyyxF                                                        (2.1) 

У рівняння n-го порядку обов’язково входить похідна )(ny , наявність же 

інших змінних, тобто )(,...,,, nyyyx   є необов’язковою. 

Нормальним диференціальним рівнянням n-го порядку називається 

рівняння (2.1), розв'язане відносно старшої похідної )(ny : 

),...,,,( )1()(  nn yyyxfy .                                               (2.2) 

Розв'язком рівняння (2.2) на деякому інтервалі );( ba  називається n  разів 

неперервно диференційована на цьому інтервалі функція )(x , яка при підста-

новці в дане рівняння обертає його в тотожність по );( bax . 

Графік розв'язку диференціального рівняння (2.1) або (2.2)  називається 

інтегральною кривою диференціального рівняння. 

Загальний розв'язок рівняння n-го порядку залежить від n довільних 

сталих, тобто є функцією виду: 

),...,,,( 21 nCCCxy                                            (2.3) 

Якщо загальний розв’язок знаходиться в неявному вигляді: 

0),...,,,( 21  ncccx ,                                                   (2.4) 

то його називають загальним інтегралом рівняння (2.1). 



Розв’язок диференціального рівняння, який одержується із загального 

розв’язку при конкретних значеннях сталих 
00

2

0

1 ,...,, nccc  називається час-

тинним розв’язком. 

Для того, щоб із загального розв’язку рівняння виділити частинний 

розв’язок, треба задати початкові умови. У випадку рівняння n-го порядку по-

чаткові умови мають вигляд: 

          
)1(

00

)1(

000000 )(,...,)(,)(,)(
 







nn yxyyxyyxyyxy .                  (2.5) 

Задача знаходження частинного розв’язку диференціального рівняння, що 

задовольняє початкові умови (2.5), називається задачею Коші. 

Теорема (існування і єдиність розв'язку задачі Коші). Якщо права час-

тина рівняння (2.2) ),...,,,( )1(  nyyyxf  і її частинні похідні по аргументах

)1(,...,,  nyyy  визначені і неперервні в деякій області G, то для будь-якої внутріш-

ньої точки ),...,,,(
)1(

000

 n
yyyx  цієї області дане рівняння має єдиний розв'язок 

)(xy  , що задовольняє початкові умови (2.5). 

Розглянемо методи розв’язання різних рівнянь n-го порядку. 

 

2.2. Деякі рівняння вищих порядків, які допускають пониження по-
рядку 
 

 Рівняння першого типу. Розглядається рівняння виду: 

)()( xfy n  ,                                                          (2.6) 



тобто рівняння, що містить лише похідну n-го порядку невідомої функції і 

незалежну змінну. У цьому рівнянні )(xf  - задана неперервна в деякій області 

функція.  

 Метод знаходження загального розв'язку цього рівняння полягає в n-

кратному інтегруванні по x лівої і правої частини рівняння. 

 Приклад.Знайти розв’язок диференціального рівняння 
3

2

x
y  , що задо-

вольняє   початковим умовам 2)1(;0)1(;
2

1
)1(  yyy . 

 Розв’язання. Послідовно 3 рази інтегруємо ліву і праву частини рівнян-

ня: 

32

2

12112 2

1
ln;

1
;

1
CxCxCxyCxC

x
yC

x
y  . 

 Щоб знайти 321 ,, CCC  ,що задовольняють початкові умови і отримуємо си-

стему: 



















21

01

2

1

2

1

21

32
1

C

CC

CC
C

. 

Розв’язок цієї системи: .1;0;1 321  CCC   

 Отже, 1
2

1
ln 2  xxy  - шуканий частинний розв’язок. 

 

 Рівняння другого типу. Розглянемо рівняння  

)( )1()(  nn yfy .                                                       (2.7) 



Це рівняння, що містить лише похідні n-го і (n-1)-го порядків.  

 Введемо нову функцію:  

)()()1( xuxy n  . 

Тоді (2.7) запишеться у вигляді 

)(ufu  ,                                                                  (2.8) 

що представляє собою рівняння І порядку з відокремлюваними змінними. Якщо 

знайти загальний розв’язок (2.8): ),( 1Cxu  , то, повернувшись до функції y , 

отримаємо рівняння   

),( 1

)1( Cxy n   

 рівняння (n-1)-го порядку виду (2.6). 

 

 Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння 2)(yy  . 

 Розв’язання. Вводимо нову функцію )()( xyxu  . Тоді маємо  

                                                      uu    

 диференціальне рівняння І порядку з відокремлюваними змінними. Шукаємо 

його загальний розв'язок:  

                                 12

2 1
;; Cx

u
dx

u

du
u

dx

du
    

1

1

Cx
u


 . 

  Повертаючись до )(xy  маємо диференціальне рівняння ІІ порядку виду 

(2.6): 
1

1

Cx
y


 . Після інтегрування два рази отримуємо: 

;ln 21 CCxy   

.ln)( 3211 CxCxCxCxy 
 



 
Рівняння третього типу. Розглянемо рівняння

 

0),...,,( )()( nk yyxF ,                                                     (2.9) 

яке не вміщує явно шукану функцію )(xy  та її похідні до (к-1)-го порядку 

включно.  

 За допомогою заміни )()()( xzxy k   одержуємо рівняння (n-k)-го порядку: 

 

Якщо вдається знайти його загальний розв’язок ),...,,,()( 21 knCCCxxz  , то зна-

ходження загального розв’язку (2.9) зводиться до знаходження загального 

розв’язку рівняння к-го порядку виду (2.6): 

    ).,...,,,()( 21 kn

k CCCxxy 
 

 

 Приклад.  Знайти загальний розв'язок рівняння 2xyyx  . 

 Розв'язання. Здійснюємо заміну )(),( xzyxzy   і зводимо наше рівнян-

ня до лінійного рівняння І порядку  

2xzzx  . 

 Перепишемо його у вигляді:  

x
x

z
z 

 

і знайдемо загальний розв’язок за методом Бернулі у вигляді )()( xvxuz  : 

x
x

uv
vuvu  . 

 Функцію )(xv  шукаємо як частинний розв'язок рівняння  

    x

dx

v

dv

x

v
v  :0    xv  .  

.0),...,,,( )(  knzzzxF



Тоді для функції )(xu  маємо: xxu    1; Cxudxdu  .  

 Отже, xCxxz )()( 1 . 

  Повертаючись до )(xy , отримаємо рівняння І порядку: 

    xCxxy )()( 1 , 

 загальний розв’язок якого 

    
2

2

1

3

23
C

x
C

x
y  . 

Рівняння четвертого типу. Вкажемо метод інтегрування рівнянь виду 

0),...,,,( )(  nyyyyF ,                                                      (2.10) 

яке не вміщує явно незалежну змінну x . 

  Підстановка )()( ypxy   знижує його порядок на одиницю. Наприклад, 

для 2n  рівняння (2.10) набуває вигляду: 

0),,(  yyyF .                                                      (2.11) 

Зробивши заміну 

   dy

dp
p

dx

dy

dy

dp
xyypxy  )(),()( ,  

ми з (2.11) одержуємо рівняння І порядку відносно 0),,(:)( 
dy

dp
ppyFyp , де y  

грає роль незалежної змінної. Розв’язавши його, знаходимо ),( 1Cyp  , або, по-

вертаючись до ),(),( 1Cyyxy  . Це диференціальне рівняння І порядку з відо-

кремлюваними змінними: ),( 1Cy
dx

dy
 . Знаходимо його загальний розв’язок: 

    
  2

11 ),(
;

),(
Cx

Cy

dy
dx

Cy

dy


. 



           Приклад: Знайти частинний розв’язок рівняння  

2)(yyy  , 

 що задовольняє початковим умовам: 1)0(;1)0(  yy . 

Розв’язання. Зробимо заміну: 
dy

dp
pyypy  );( . Тоді рівняння запишемо 

у вигляді:    

2p
dy

dp
yp  . 

Маємо рівняння з відокремлюваними змінними. Шукаємо його загальний 

розв'язок: 

  
1lnlnln; Cyp

y

dy

p

dp
 , або yCp 1  

(особливий розв'язок 0p , тобто cyy  ,0 ). 

Повертаючись до )(xy  маємо:  

yCy 1 . 

В отриманій рівності покладемо 0x  і, враховуючи початкові умови, 

знайдемо 1C :  )0()0( 1yCy     11 C . Отже, маємо рівняння І порядку: yy  , яке 

є рівнянням з відокремлюваними змінними: 2lnln;; Cxydx
y

dy
y

dx

dy
  або 

xeCy 2  .  

Задовольняємо початкові умови і знаходимо 1)0(: 2

0

22  CeCyC .  

Отже, xey   - шуканий частинний розв'язок. 

 

 



2.3. Лінійні диференціальні рівняння другого порядку 
 

 Рівняння виду: 

)()()()( 210 xyxyxyx   ,                                               (2.12) 

де коефіцієнти )(),(),( 210 xxx   і вільний член )(x  - задані функції, називається 

лінійним диференціальним рівнянням ІІ порядку.  

 Якщо 0)( x , то рівняння (2.12) називається однорідним, в протилежно-

му випадку неоднорідним. Те, що рівняння (2.12) лінійне, означає, що невідома 

функція  і її похідні входять в рівняння лише в першому степені і відсутні добу-

тки функції y  на її похідні та добутки похідних. 

 Оскільки (2.12) може бути переписана у вигляді  

   )(

)()()(

0

21

x

yxyxx
y



 
   

( 0)(0 x , бо інакше це не було б рівнянням ІІ порядку), то воно є частинним 

випадком диференціального рівняння виду (2.2), а отже, для нього має місце 

теорема існування і єдиності розв'язку. 

 

2.4. Однорідні лінійні рівняння 
 

 Розглянемо однорідне рівняння: 

0)()()( 210  yxyxyx  .                                    (2.13) 

Поділимо ліву і праву частину на )(0 x  позначимо через  

)(

)(
)(,

)(

)(
)(

0

2
2

0

1
1

x

x
xb

x

x
xb








 . 



Тоді  з (2.13) отримаємо 

0)()( 21  yxbyxby ,                                                 (2.14) 

яке і будемо розглядати надалі.  

 Встановимо деякі властивості розв’язків рівняння (2.14), які сформулює-

мо у вигляді теорем. 

Теорема 1. Якщо функції )(1 xy  та )(2 xy - розв'язки рівняння (2.14), то їх 

лінійна комбінація, а саме функція )()( 2211 xyCxyCy   також є розв'язком цього 

рівняння при будь-яких сталих 21,CC . 

Для доведення цієї теореми достатньо підставити функцію 

)()( 2211 xyCxyCy   та її похідні )()( 2111 xyCxyCy  , 


 2211 yCyCy  в (2.14) і 

згрупувати доданки відносно 21,CC :  

0))()(())()(( 222122121111  yxbyxbyCyxbyxbyC .  

Ми отримали в правій частині 0, бо вирази в дужках тотожно дорівнюють 

нулю ( )(1 xy , )(2 xy  за умовою є розв'язками рівняння). 

Оскільки загальний розв'язок диференціального рівняння ІІ порядку міс-

тить дві довільні сталі 21,CC , то виникає питання: чи не є розв'язок 

)()( 2211 xyCxyCy  , де )(1 xy , )(2 xy ,- розв'язки (2.14), загальним розв'язком (2.14). 

Виявляється, не завжди. Покажемо це на простому прикладі. 

Розглянемо рівняння 04  yy . Безпосередньою перевіркою переконує-

мося, що xy 2sin1   та xy 2sin102   є його частинними розв’язками. Але 

xCxCxy 2sin102sin)( 21  , будучи розв'язком рівняння, загальним розв'язком не 

буде. Дійсно, функція xy 2cos , що є розв'язком задачі Коші 04  yy , 



0)0(;1)0(  yy , не може бути отриманою з лінійної комбінації 

xCxCxy 2sin102sin)( 21  , оскільки ні при яких 21,CC  )0(y  не може бути рівною 

1: 100sin100sin 21  CC . 

Щоб знайти, за яких умов лінійна комбінація частинних розв'язків )(1 xy ,

)(2 xy  виражає загальний розв'язок рівняння (2.14), введемо поняття фундамен-

тальної системи розв'язків. 

Означення. Два частинних розв’язки )(1 xy  та )(2 xy  рівняння (2.14) утво-

рюють фундаментальну систему розв’язків на деякому інтервалі ),( ba , якщо в 

кожній точці цього проміжку визначене 0)( xW , де 





 1221

21

21

)()(

)()(
)( yyyy

xyxy

xyxy
xW                                      (2.15) 

називається визначником Вронського або вронскіаном цих функцій. 

Теорема 2 (про структуру загального розв’язку). Якщо два частинних 

розв’язки )(1 xy  і )(2 xy  рівняння (2.14) утворюють на проміжку ),( ba  фундамен-

тальну систему, то функція )()( 2211 xyCxyCy  , де 21,CC  - довільні сталі, є його 

загальним розв’язком. 

Доведення. З Теореми 1 випливає, що )()( 2211 xyCxyCy   є розв’язок 

(2.14) за будь-яких значень сталих 21,CC . Щоб довести, що цей розв’язок є зага-

льним, покажемо, що з нього можна отримати єдиний частинний розв’язок, 

який задовольняє задані початкові умови: 


 0000 )(,)( yxyyxy ,                                                      (2.16) 

де );(0 bax  , а 


00 , yy  - довільні числа. 



Підставляючи в початкові умови (2.16) нашу функцію )(xy , отримуємо 

систему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно невідомих 21,CC : 

















)()(

)()(

0220110

0220110

xyCxyCy

xyCxyCy
. 

 Оскільки визначником системи є визначник Вронського )( 0xW , який не 

дорівнює 0 (бо за умовою )(1 xy  і )(1 xy  утворюють фундаментальну систему на 

),( ba , якому належить точка 0x ), то система має єдиний розв’язок. Отже, з роз-

в'язку )()()( 2211 xyCxyCxy   ми завжди можемо виділити єдиний частинний ро-

зв'язок, що задовольняє вказаним початковим умовам, тобто формула 

)()( 2211 xyCxyCy  визначає загальний розв'язок (2.14), що і треба було довести. 

Вкажемо метод, за яким, знаючи ненульовий частинний розв’язок )(1 xy  

,можна знайти )(2 xy так, щоб )(1 xy  і )(2 xy  утворювали фундаментальну систему. 

У рівнянні (2.14) зробимо заміну )()(1 xzxyy  , де )(xz  - невідома функція. 

Знаходимо похідні і підставляємо yyy ,,  в (2.14). Згрупувавши подібні додан-

ки, будемо мати: 

   
  0)()()(2 12111111 1






 








 zyxbyxbyzyxbyzy . 

Оскільки )(1 xy  - розв'язок рівняння (2.14), то вираз в квадратних дужках дорів-

нює 0. Отже, для знаходження )(xz  ми маємо диференціальне рівняння ІІ по-

рядку: 

  0)(2 1111 


 zyxbyzy , 



що допускає пониження порядку. Переходимо до функції )(xu  за формулою 

)()( xuxz   і для )(xu  дістаємо рівняння з відокремлюваними змінними: 

  0)(2 1111 


 uyxbyyu . 

 Знаходимо його розв’язок: 

   
 







 ;)(2ln;
)(2

1

1

1

1

111 dxxbdx
y

y
udx

y

yxby

u

du
 

    
  dxxb

y

dy
u )(2ln 1

1

1 . 

Оскільки ми шукаємо частинний розв’язок, то покладемо 0C : 

   
dx

y
udxxbyu e

dxxb




 )(

2

1

11

11
)(ln2ln . 

Повертаючись послідовно до зроблених замін, остаточно маємо розв’язок )(2 xy  

у вигляді: 

dx
y

yxy e
dxxb




 )(

2

1

12

11
)( .                                                     (2.17) 

 Безпосереднім підрахунком визначника Вронського неважко переконати-

ся, що )(1 xy  та )(2 xy  утворюють фундаментальну систему. 

 Приклад. Знайти загальний розв'язок рівняння: 0
1

 y
x

y . 

 Розв’язання. Безпосередньою перевіркою встановлюємо, що 1)(1 xy  бу-

де розв'язком нашого рівняння. Тоді за (2.17), враховуючи, що в нашому випад-

ку 
x

xb
1

)(1  , маємо: 

2
)(

2
ln

2

x
dxedxexy xx

dx




   . Отже 
2

)(
2

21

x
CCxy  . 



 

 Приклад. Знайти загальний розв'язок рівняння 0
2

 yy
x

y , яке має ча-

стинний розв'язок 
x

x
xy

sin
)(1  . 

 Розв’язання. За формулою (2.17) маємо: 




  


dx
x

x

xx

x
dxe

x

x

x

x
xy x

dx

2

2

2

2

2

2

2
sin

1sin

sin

sin
)(  

x

x
ctgx

x

x cossin
 . Тому  xCxC

x
xy cossin

1
)( 21  . 

 

 

 

2.5. Лінійні неоднорідні диференціальні рівняння 
 

Розглянемо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння ІІ порядку ви-

ду: 

)()()( 21 xfyxbyxby  .                                          (2.18) 

 Метод знаходження його загального розв’язку ґрунтується на теоремі: 

Теорема 3 (про структуру загального розв’язку неоднорідного рів-

няння). Якщо чнy  - який-небудь частинний розв’язок неоднорідного рівняння 

(2.18), а зоу  - загальний розв’язок відповідного йому однорідного рівняння 

(2.14), то загальним розв’язком y  рівняння (2.18) є функція 

чнзозн ууу  .                                               (2.19) 



 Доведення. Підставимо (2.19) в (2.18) і згрупуємо доданки: 

 





нччнчн yxbyxbу )()( 21  

  )()()( 21 xfyxbyxbу зозозо 





 . 

Перший вираз  у фігурних дужках дорівнює )(xf , бо чну  є розв'язком (2.18), а 

другий вираз у фігурних дужках дорівнює 0, бо зоу  є розв'язком рівняння (2.14). 

Отже (2.19) є розв'язком (2.18). 

  Доведемо, що (2.19) є загальним розв'язком. Для цього покажемо, що з 

(2.19) можна знайти єдиний розв'язок (2.18), що задовольняє певним початко-

вим умовам: 

    


 0000 )(,)( yxyyxy , де );(0 bax  . 

 Як ми знаємо з Теореми 2, )()( 2211 xyCxyCyзо  , де  )(1 xy  і )(2 xy  - фунда-

ментальна система розв’язків (2.14). Тобто (2.19) можна записати у вигляді: 

)()( 2211 xyCxyCyy чнзн  .                                              (2.20) 

Підставимо (2.20) у наші початкові умови: 



















)()()(

)()()(

00022011

00022011

xyyxyСxyС

xyyxyСxyС

чн

чн

.                                                (2.21) 

 Оскільки   )(1 xy  та )(2 xy  утворюють фундаментальну систему розв’язків, 

то визначник системи – визначник Вронського, відмінний від 0, і система має 

єдиний розв’язок. Це означає, що формула (2.20) виражає загальний розв’язок 

рівняння (2.18).  

 Теорема доведена. 



 Із сформульованої теореми випливає, що для знаходження загального ро-

зв'язку (2.18) крім розв'язку однорідного рівняння треба знайти який-небудь 

частинний розв'язок неоднорідного рівняння. Для знаходження чну  може бути 

використаний метод варіації довільних сталих або, як ще називають цей метод, 

метод Лагранжа. 

 

2.6. Метод Лагранжа 
 

 Нехай ми знайшли зоy  у вигляді )()( 2211 xyCxyCyзо  . 

 Будемо шукати чну  у вигляді 

   
)()( 2211 xyCxyCyчн  ,                                               (2.22) 

де )(1 xС  і )(2 xС  - деякі невідомі, поки що, диференційовані функції. Підберемо 

їх так, щоб функція )(xучн  була розв'язком (2.18). 

 Знаходимо 







 )()()()( 1111 xуxСxухСy  

)()()()( 2222 xуxСxухС





                                           (2.23) 

Накладемо на  )(1 xС  і )(2 xС  умову: 

0)()()()( 2211 





xyхСхуxС .                                          (2.24) 

Враховуючи (2.23), матимемо: 

)()()()( 2211 xyxCxyxCy





 , 

).()()()()()()()( 22221211 xyxCxyxCxyxCxyxCy











  



 Підставляємо )(),(),( xyxyxy   в (2.18) і перегруповуємо: 

).()()()( 2211222122 xfyCyCyxbyxbyxC 










 




  

 Вирази в квадратних дужках дорівнюють нулю, бо )(1 xy  та )(2 xy  - 

розв’язки однорідного рівняння (2.14). Таким чином 

)(2211 xfyCyC 





                                                       (2.25) 

 Отже вираз (2.22) буде частинним розв’язком рівняння (2.18), коли функції 

)(1 xC  і )(2 xC  задовольнятимуть систему, складену з (2.24) і (2.25): 




















)()()(

0)()()()(

2211

2211

xfxyCxyC

xyхСхуxС
                               (2.26) 

 Визначник системи – відмінний від нуля визначник Вронського (бо )(1 xy ,

)(2 xy  утворюють фундаментальну систему розв’язків). Отже система має єди-

ний розв'язок  

    
)()(),()( 2211 xxCxxC  





.  

Проінтегрувавши ці функції, знаходимо: 

   
422311 )()(,)()( CdxxxCCdxxxC    .  

Але оскільки ми шукаємо один з частинних розв'язків рівняння, то можемо по-

класти  043 CC . Підставивши знайдені )(1 xC  і )(2 xC  в (2.22), знайдемо розв'я-

зок. 

 

 

 






 





121111 )()()( yxbyxbyxC



 Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння: 0, 


 xx
x

y
y . 

 Розв’язання. Знайдемо загальний розв’язок відповідного однорідного 

рівняння:   

      0



x

y
y . 

 Маємо рівняння, що допускає пониження порядку. Заміна )(xzy   зводить йо-

го до рівняння з відокремлюваними змінними:  

   ;lnlnln;; 1Cxz
x

dx

z

dz

x

z
z 

x

C
z 1 .  

Тоді 
x

C
y 1 , звідки 21 ln CxCyзо  , де 1)(,ln)( 21  xyxxy .  

 Дані розв’язки )(1 xy , )(2 xy  утворюють фундаментальну систему розв’язків 

при 0x , бо визначник Вронського 0
1

0
1

1ln


x
x

x
 при всіх 0x . 

 За методом Лагранжа шукаємо частинний розв’язок чнy  неоднорідного 

рівняння у вигляді: 

)(ln)()()()()( 212211 xCxxCxyxCxyxCyчн  . 

Для знаходження )(1 xС  і )(2 xС  складаємо систему виду (2.26) 

:




















xxС
x

xС

xСxxС

0)(
1

)(

01)(ln)(

21

21

 . 

 Розв’язок системи xxxCxxС ln)(;)( 2

2

2

1 





. Проінтегрувавши, знаходимо 

)(1 xC  і )(2 xC  (для знаходження )(2 xC  застосуємо метод інтегрування частинами): 

   9
ln

3
)(;

3
)(

33

2

3

1

x
x

x
xC

x
xC  . 



 Отже 
9

ln
3

33 x
x

x
yчн  , а 

9
ln

3
ln

33

21

x
x

x
CxCyзн  . 

 При знаходженні чнy  часто буває корисною  

 Теорема 4 (про суперпозицію розв'язків). Якщо )1(

чнy - частинний розв'я-

зок  рівняння   

)()()( 121 xfyxbyxby  , 

а )2(

чнy - частинний розв'язок  рівняння  

)()()( 221 xfyxbyxby   

то )1(

чнy + )2(

чнy  є частинним розв'язком  рівняння  

)()()()( 2121 xfxfyxbyxby  . 

  Доведення теореми очевидне, якщо безпосередньо підставити )1(

чнy + )2(

чнy  в 

рівняння. 

 

2.7. Лінійні однорідні диференціальні рівняння другого порядку 

зі сталими коефіцієнтами 
 

 Розглянемо частинний випадок рівняння (2.14), коли )(1 xb  і )(2 xb  - сталі: 

Rqpqyypy  ,  ,0                                                   (2.27) 

 Будемо шукати частинні розв’язки цього рівняння у вигляді kxey  , де k  - 

стала (дійсна чи комплексна), яку треба знайти. Тоді знаходимо 

kxkx ekykey 2,   і підставляємо в (2.27): 

0)( 2  qpkkekx . 



Оскільки 0kxe , то з останнього рівняння маємо 

02  qpkk .                                            (2.28) 

 Рівняння (2.28) називається характеристичним рівнянням диференціа-

льного рівняння (2.27). Знаходимо його корені. В залежності від дискримінанта 

можливі три варіанти. 

 

 І. Рівняння (2.28) має два дійсних різних розв'язки )0(  21  Dkk .  

 У цьому випадку функції xkexy 1)(1  , xkexy 2)(2   - розв’язки (2.27), що утво-

рюють фундаментальну систему, бо визначник Вронського 

0)( 12

21

21

21

21

 kkee
keek

ee xkxk

xkxk

xkxk

. 

Отже, в цьому випадку 

xkxk

зо eCeCy 21

21  .                                         (2.29) 

 

 ІІ. Рівняння (2.28) має один кратний корінь )0( 21  Dkk .  

 Покажемо, що в цьому випадку )(1 xy  і )(2 xy  можуть бути знайдені у ви-

гляді :  

xkexy 1)(1  , xkekxy 1

21 )(  . 

 Перш за все переконаємося, що )(2 xy  є коренем рівняння. Знаходимо по-

хідні: 

xkxk exkey 11

12 


, xkxk exkeky 11
2

112 2 


. 

 Підставляємо в (2.27) і групуємо:   0)2()( 11

2

1
1  kpqpkkxe xk .  



 Оскільки 
1k  - корінь (2.28), то 01

2

1  qpkk . За теоремою Вієта 

pkk  11
, тобто 

12kp  , а отже 02 1  kp . Отже вираз в квадратних дужках 

дорівнює нулю, а це означає, що xkxexy 1)(2   - розв’язок (2.27). 

 Покажемо, що )(1 xy  і )(2 xy  утворюють фундаментальну систему 

розв’язків. Складаємо і безпосередньо підраховуємо вронскіан: 

   

0)1(
)1(

11

121

11

2

11

2

11




xkxk

xkxk

xkxk

exkxke
xkeek

xee
  

для будь-яких Rx . таким чином в цьому випадку  

)( 21
1 xCCey xk

зо  .                                                            (2.30) 

 

 ІІІ. Рівняння (2.28)має комплексно-спряжені корені )0(  2,1  Dik  . 

Тоді  ixi eeexy  )(1 ,  ixi eeexy  )(2 . 

 Якщо використати формулу Ейлера, то )(1 xy  і )(2 xy  можна записати у ви-

гляді: 

xiexexixexy xxx   sincos)sin(cos)(1  , 

xiexexixexy xxx   sincos)sin(cos)(2  , 

або  

211
ˆˆ)( yiyxy  , 212

ˆˆ)( yiyxy  , 

де 

xey x  cosˆ
1  , xey x  sinˆ

2  . 

 

 Доведемо лему. 



 

 Лема.  Якщо функція )()()( xivxuxy   є розв'язком рівняння (2.27), то і 

функції 

)(),( xvxu  також є розв'язками (2.27). 

 Доведення. Оскільки )()()( xivxuxy  є розв’язком , то воно задовольняє 

(2.27), тобто: 

0)()()(  ivuqivupivu . 

Перегрупувавши, отримаємо: 

0)()(  qvvpviquupu . 

Але комплексна функція дорівнює 0 тоді і тільки тоді, коли окремо її дійсна і 

уявна частини рівні нулю. Тобто, остання рівність можлива лише коли 









0

0

qvvpv

quupu
. 

А це і означає, що )(xu  і )(xv  - розв’язки (2.27).  

 Лема доведена. 

 Отже, користуючись лемою, можна сказати, що оскільки  )(1 xy  - розв'язок 

нашого рівняння, то і 1ŷ  і  2ŷ  теж будуть його розв'язками. Покажемо, що вони 

утворюють фундаментальну систему. Рахуємо визначник Вронського: 

 

 

 

,0

)sinsincoscossincos(

)cossin(sincos(

sincos

2

222
























x

x

xx

xx

e

xxxxxxe

xxexe

xexe



бо за умовою 2,1k  - комплексні, отже 0 . Таким чином, у цьому випадку 

)sincos( 21 xCxCey x

зо   .                                                          (2.31) 

 

 Приклад. Знайти загальний розв’язок рівнянь: 

  1) 023  yyy  

  2) 05  yy  

  3) 096  yyy  

  4) 04  yy  

  5) 0106  yyy  

 Розв’язання. 1) Складаємо характеристичне рівняння:  

0232  kk . 

Його корені 2;1 21  kk  і за (2.29) : xx

зо eCeCy 2

21  . 

 2) Характеристичне рівняння в цьому випадку:  

052  kk , 

5;0 21  kk  і за (2.29) : x

зо eCCy 5

21

 . 

 3) Характеристичне рівняння   

0962  kk  

має кратний корінь 3k  . Отже за (2.30) : .)( 3

21

x

зо exCCy   

 4) Складаємо характеристичне рівняння:  

042 k , 

яке має чисто уявні корені ik 2 . Загальний розв’язок отримуємо з (2.31) при 

умові, що 0 , а 2  : xСxСyзо 2sin2cos 21  . 



 5) У цьому випадку характеристичне рівняння:  

01062  kk , 

що має корені ik  32,1 . Отже 3 , 1  і з (2.31): )sincos( 21

3 xСxСey x

зо   . 

 

2.8. Лінійні неоднорідні диференціальні рівняння ІІ порядку 

зі сталими коефіцієнтами 
 

 Розглянемо частинний випадок рівняння (2.18): 

Rqpxfqyypy  ,  ),(                                           (2.32) 

де qp,  - деякі дійсні числа, а )(xf  - задана функція, неперервна на );( ba . 

  Як випливає з Теореми 3, чнзозн ууy  . 

 Метод знаходження зоу   ми розглянули в попередньому параграфі. Для 

знаходження чну  у випадку, коли )(xf  довільна диференційована функція, може 

бути використаний метод Лагранжа (див. 2.6). Але, якщо )(xf  має спеціальний 

вигляд, то знайти чну  можна простіше, не використовуючи операцію інтегру-

вання. Розглянемо два випадки спеціального виду функції )(xf . 

 

 І. Права частина спеціального  виду першого типу. 

 Нехай  

x

n exPxf )()(  , 

де )(xPn  - многочлен n -го порядку (може бути і нульового степеня),   

    R   ,...)( 1

10   aaxaxaxP n

nn

n . 



1) Розглянемо варіант, коли a  не співпадає з коренями характеристич-

ного рівняння: 
1ka  , 

2ka  .  

Тоді шукаємо чнy  у вигляді: 

x

чн exQy
n

)(  ,                                               (2.33) 

де )(xQn  - також многочлен n -го степеня 

n

nn

n AxAxAxQ   ...)( 1

10 , 

але з поки-що невідомими коефіцієнтами iA .  Знаходимо 
чнчн yy , , підставляємо 

чнy , 
чнчн yy , в (2.32), скорочуємо на xe .  Ми приходимо до рівності, де і в лівій і 

в правій частинах стоять многочлени n -го степеня, але многочлен у правій час-

тині містить невідомі коефіцієнти. Два многочлени рівні, коли рівні коефіцієн-

ти при однакових степенях x . Отже, прирівнюючи коефіцієнти при однакових 

степенях x , ми отримаємо систему n  лінійних алгебраїчних рівнянь відносно 

невідомих iA , розв'язавши яку, знайдемо  чнy . 

 

 Приклад. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння:  

xxeyy  2 . 

 Розв’язання. Оскільки чнзозн ууy  , то знайдемо спочатку зоу .  

 Складаємо відповідне однорідне рівняння:  

02  yy . 

Його характеристичне рівняння  

022  kk  



має корені 2;0 21  kk , отже за (2.29) : 

x

зо eCCу 2

21

 . 

 Знаходимо чну . Оскільки xxexf )(  є правою частиною спеціального виду 

(добуток многочлена І степеня на xe ), і 1a  не співпадає з  
1k  і 

2k , то шукаємо 

чну  у вигляді: 

      x

чн eAxAу )( 21   , 

де 21, AA  - невідомі числа. Знаходимо  

  xx

чн eAeAxAу 121 )( 
 ; xx

чн eAAxAeAу )( 1211 
   

і підставляємо в наше рівняння:  

  
xx xeAAxAAAxAAe  )222( 1211211 . 

 Скорочуємо на xe  і збираємо доданки при однакових степенях x :  

xAAxA  )34(3 211 . 

Прирівнюємо коефіцієнти при однакових степенях x і дістаємо систему рів-

нянь: 









034

13

21

1

AA

A
, 

звідки 
9

4
,

3

1
21  AA . Отже, 

9

4

3

1
 xучн  і остаточно  

   xx

зн exeCCy )
9

4

3

1
(2

21   . 

 

 2) Нехай тепер a  співпадає з одним коренем характеристичного рів-

няння і не співпадає з другим.  



 У цьому випадку, якби ми шукали чнy  у вигляді (2.33), то після підстанов-

ки в рівняння в лівій частині отримали б многочлен )1( n -го степеня, а в правій 

- многочлен n -го степеня, що ні при яких nAA ,...,0  не може бути тотожністю. 

Тому в цьому випадку шукаємо чнy  у вигляді  

x

чн exxQy
n

)( . 

 

 Приклад. Знайти розв’язок диференціального рівняння  

xxeyy 22  , 

що задовольняє початковим умовам 2)0(;0)0(  yy . 

 Розв’язання. Як ми вже знаходили в попередньому прикладі 2;0 21  kk  

і зоу  для однорідного рівняння x

зо eCCу 2

21

 .  

 Оскільки тепер 2a  співпадає з 2k , шукаємо чну  у вигляді:   

    xx

чн exAxAxeAxAу )()( 2

2

121  . 

Двічі диференціюємо: 

x

xx

чн

exAxAAxA

exAxAeAxAу

2

2

2

121

2

2

2

1

2

21

)222(

)(2)2(










; 

x

x

чн

exAxAAxA

eAxAAу

2

2

2

121

2

211

)222(2

)242(










. 

Після підстановки у рівняння, скорочення на xe 2  і збирання подібних, отриму-

ємо рівність: 

   
.)22(4 211 xAAxA   



 Прирівнюючи коефіцієнти при першому і нульовому степенях x , отриму-

ємо систему: 









022

14

21

1

AA

A
, 

розв’язок якої 
4

1
,

4

1
21  AA .  

 Таким чином xx

чнзозн exxeCCууy 222

21 )(
4

1   . 

 Задовольняючи початкові умови, знаходимо 21,CC . 

 Оскільки 

xxx

зн exxexeCy 2222

2 )(
2

1
)12(

4

1
2  


, то маємо систему: 












2
4

1
2

0

2

21

C

CC

, 

звідки 
8

7
,

8

7
21  CC . Остаточна відповідь: 

xx exxey 222 )(
4

1

8

7

8

7   . 

 

3) Розглянемо тепер випадок, коли a  збігається з кратним дійсним ко-

ренем характеристичного рівняння : 21 kka  .  

Тепер, щоб після підстановки чнy  в рівняння отримати в лівій і правій ча-

стині рівняння многочлени n -го степеня, шукаємо чнy  у вигляді: 

x

чн exQxy
n

)(2 , 

де невідомі коефіцієнти )(xQn  знаходяться аналогічно попереднім випадкам. 



 

 Приклад. Знайти загальний розв’язок неоднорідного рівняння:   

    xexyyy )212(2  . 

 Розв’язання. Для однорідного рівняння 02  yyy  

складаємо характеристичне рівняння  

    0122  kk ,  

корені якого 121  kk . Отже  

xx

зо xeCeCу 21  . 

 Оскільки 21 kk  , то шукаємо чнy  у вигляді: 

x

чн exAxAy 2

21 )(  . 

 Знайшовши похідні 
чнчн yy ,  і підставивши в рівняння, приходимо до рів-

ності:  

     21226 21  xAxA ,  

звідки отримуємо: 1,2 21  AA .  

 Отже, xxx

чнзозн exxxeCeCууy )2( 23

21  . 

 

 ІІ.  Права частина спеціального  виду другого типу. 

 

 Нехай  

  )sin)(cos)(()( bxxTbxxPexf mn

x   ,                              (2.33) 

де )(),( xTxP mn  - многочлени n -го і m -го степенів відповідно, Ra, b . 

 



1) Припустимо спочатку, що iba   не співпадають з коренями характе-

ристичного рівняння.  

Тоді (приймемо це без доведення) частинний розв’язок треба шукати у 

вигляді: 

  
)sin)(cos)(( bxxRbxxQey kk

x

чн   ,    (2.34) 

де )(),( xRxQ kk  - многочлени з невідомими коефіцієнтами степеня k , який дорів-

нює більшому із степенів )(),( xTxP mn .  

 Продиференціюємо чнy  двічі  підставимо в рівняння. Прирівнюючи кое-

фіцієнти при однакових виразах bxx l cos  та bxx l sin , ми отримаємо систему для 

знаходження невідомих коефіцієнтів многочленів )(xQk  та )(xRk . 

 

 

 Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння:  

xxyyy cos2sin127  . 

Розв’язання.  Шукаємо зоу  для однорідного рівняння  

0127  yyy . 

Cкладаємо його характеристичне рівняння :  

01272  kk , 

яке має корені 4;3 21  kk . Отже  

xx

зо eCeCу 4

2

3

1  . 



 Права частина xxxf cos2sin)(   є правою частиною виду (2.33), де 

0,0,1,0  mnba . Оскільки комплексних чисел i  нема серед 
21,kk , 

0)0,0max( k  то шукаємо чну  у вигляді: 

    
xBxAучн sincos  . 

Диференціюємо чну  двічі:  

xBxAучн cossin 
 , xBxAучн sincos 

 , 

підставляємо в рівняння. Маємо  

xxxBxA

xBxAxBxA

cos2sinsin12cos12

cos7sin7sincos




. 

 Прирівнюючи коефіцієнти при функціях xsin  і xcos , отримаємо систему: 









2511

1711

BA

AB
, 

розв’язок якої 
86

3
,

86

17
 BA . Таким чином, 

xxучн sin
86

3
cos

86

17
 . 

Тоді загальний розв’язок неоднорідного рівняння 

   xxeCeCууy xx

чнзозн sin
86

3
cos

86

174

2

3

1  . 

 

2) Якщо iba   співпадають з коренями характеристичного рівняння, 

то  чну слід шукати у вигляді: 

   
)sin)(cos)(( bxxRbxxQxeу kk

x

чн   , 

де, як і раніше, ),max( mnk  . 



Підкреслимо, що )(xf  може містити лише або функцію bxcos  або функ-

цію bxsin (один з многочленів  )(xPn  або )(xTm  - тотожній 0). Але і в цьому випа-

дку чну  слід шукати у вигляді (2.33). 

 

 Приклад. Знайти частинний розв’язок рівняння: xyy 2sin4  , що задо-

вольняє початковим умовам 
4

1
)0(;1)0(  yy . 

 Розв’язання.  Знаходимо зоу . Складаємо відповідне однорідне рівняння  

04  yy , 

 його характеристичне рівняння  

042 k , 

 має корені ik 22,1  . Отже,  загальний розв’язок однорідного рівняння визнача-

ється формулою 

xCxCузо 2sin2cos 21  . 

 Права частина xxf 2sin)(   є правою частиною виду (2.33), де 

1)(;0)(;2;0 0  xPxTba m . Оскільки iiba 2  співпадає з 2,1k , то шукаємо чну  у 

вигляді: 

)2sin2cos( xBxAxучн  . 

 Після диференціювання підставляємо чну  і похідні в рівняння і отримує-

мо: 

xxBxA 2sin2cos42sin4  . 

 



Отже 

    

0;
4

1
    

04

14









BA

B

A
  

    

xxучн 2cos
4

1
 .  

Тоді 

  

xxxCxCууy чнзозн 2cos
4

1
2sin2cos 21  . 

 Задовольняємо початкові умови і знаходимо 
1C  і 

2C : 

xxxxCxCyзн 2sin
2

1
2cos

4

1
2cos22sin2 21 


, 












4

1

4

1
22

1

21

1

CC

C

. 

 Отже 1;1 21  CC  і розв’язок задачі Коші: 

xxxxy 2cos
4

1
2sin2cos  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Глава 3. Системи диференціальних рівнянь. 
 

Системою диференціальних рівнянь в формі  Коші  назвемо сукупність 

рівнянь 

                     {

   

  
   (         ) 

 
   

  
   (         ) 

                                                (3.1) 

Така система називається системою n–го порядку. 

Надалі будемо розглядати системи 2-го порядку: 

                     {

   

  
   (       ) 

   

  
   (       ) 

                                                   (3.2) 

де   – незалежна змінна,         ( ) ,        ( ) – невідомі функція. 

Розв’язком  системи  (3.2) на інтервалі       називаємо сукупність двох 

неперервно диференційованих  на   І функцій      ( )      ( ), які, бу-

дучи підставлені в (3.2), перетворюють систему в дві тотожності при    . 

Задачу знаходження розв’язку системи  (3.2), який при      приймає за-

дані значення   
    

   ,  тобто   (  )    
 , а   (  )    

 , називають задачею 

Коші для системи (3.2), а набір (     
    

 ) початковими умовами Коші.  

Загальним розв’язком системи в деякій області       називають набір 

функцій:  

{
     (       ) 

     (       ) 
 

Які для довільних допустимих значень     і    є розв’язками системи (3.2) і для 

будь-яких початкових даних (     
    

 )    існує такий єдиний набір   
      

   , 



що функції      (    
    

 )      (    
    

 ) дають розв’язок задачі  Коші з 

вказаними початковими даними, тобто    (     
    

 )     , а 

    (     
    

 )    . 

Найпростіший метод розв’язування системи (3.2) полягає в її зведенні до 

одного рівняння 2-го порядку. Якщо таке зведення неможливе, то система роз-

падається на два незалежних рівняння. 

Процедура зведення полягає у диференціюванні першого рівняння і підс-

тановці в нього замість похідної 
   

  
 її виразу з другого рівняння. 

Продемонструємо цю процедуру на прикладах. 

Приклад 1.  Розв’язати  систему : 

{

  

  
       

  

  
        

 

Тут t- незалежна змінна, а  x , y - шукані функції від t. 

Розв’язок. Перше рівняння розв’язується незалежно від другого. Воно є рівнян-

ня з відокремленими змінними 
  

 
        . Звідки       

      . Підставимо 

знайдене значення  ( ) в друге рівняння:        . Звідки               .   

Отже,   розв’язком системи є функції       
      і                      , де 

       - довільні сталі. 

Приклад 2. Розв’язати  систему : 

{
 

 
  

  
   

 

 
 

  

  
 

 

   
 

 



Розв’язок: диференціюючи перше рівняння, отримуємо     
  

  
  . Але з другого 

рівняння     
 

   
, а з першого   

 

  
 (    ) . Таким чином, розв’язування 

системи звелося до розв’язування однорідного рівняння другого порядку. 

Розв’яжемо його. Для цього перепишемо  це рівняння у вигляді:   

   

    
 

    

   
 

або 

(    ) 

    
 

    

   
. 

Звідки  
 

  
  |    |  

 

  
  |   | . Інтегруючи останнє рівняння, отримуємо: 

       (   )      , або   (   )    (   ) . Інтегруючи, маємо 

  |   |         , або           
        . Тоді з першого рівняння сис-

теми отримуємо, що  

  
 

    
 

 

  (   )
 

 

      
   

  
 

    
      . 

Отже, загальним розв’язком є пара функцій  

       
           

 

    
      ,             . 

Приклад 3. Розв’яжемо систему:  

{
 

 
  

  
         

  

  
 

 

  
 

 

Розв’язок: Диференціюючи перше рівняння, отримуємо:               . 

Але з другого рівняння маємо, що         . Тому           . Знову отри-



муємо рівняння 2-го порядку. Це лінійне неоднорідне рівняння із спеціальною 

правою частиною, які ми розв’язували раніше. Його загальний  розв’язок є су-

мою загального розв’язку однорідного рівняння        та частинного неод-

норідного. 

Загальний розв’язок однорідного рівняння отримаємо, знайшовши корені 

відповідного характеристичного рівняння:            . Тому загальний 

розв’язок однорідного рівняння має вигляд:       
     

  . 

Частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукаємо у вигляді    

           . Підставляючи його в рівняння Тому            , отримаємо: 

                             . 

Прирівнюючи коефіцієнти при a і b, для визначення a і b отримаємо рівно-

сті  

       
 

 
. Отже,  ( )      

     
          . 

Тоді з першого рівняння системи маємо, що  

              
     

   
 

 
    . 

Отже, загальний розв’язок вихідної системи має вигляд: 

 ( )      
     

         

 ( )   √   
     

   
 

 
    . 

 



ТЕОРЕТИЧНІ ПИТАННЯ 
 

1. Диференціальні рівняння першого порядку. Основні поняття. 

2. Диференціальні рівняння першого порядку з відокремлюваними змінними. 

3. Диференціальні рівняння першого порядку, однорідні відносно змінних. 

4. Лінійні диференціальні рівняння першого порядку. Два методи їх 

розв’язання. 

5. Рівняння Бернулі. Два методи їх розв’язання. 

6. Диференціальні рівняння в повних диференціалах. 

7. Диференціальні рівняння n-го порядку. Основні поняття. 

8. Інтегрування диференціальних рівнянь n-го порядку, що допускають пони-

ження порядку. 

9.Теорема про структуру загального розв’язку лінійного однорідного диферен-

ціального рівняння n-го порядку. 

10.Теорема про структуру загального розв’язку лінійного неоднорідного дифе-

ренціального рівняння n-го порядку. 

11.Знаходження загального розв'язку лінійного однорідного рівняння зі стали-

ми коефіцієнтами для випадку дійсних коренів (корені прості і кратні). 

12. Знаходження загального розв’язку лінійного однорідного рівняння зі стали-

ми коефіцієнтами для випадку комплексних коренів. 

14. Знаходження частинного розв’язку лінійного неоднорідного рівняння зі ста-

лими коефіцієнтами  2-го порядку для правої частини спеціального виду пер-

шого типу. 



15 . Знаходження частинного розв’язку лінійного неоднорідного рівняння зі 

сталими коефіцієнтами 2-го порядку для правої частини спеціального виду дру-

гого типу. 

16. Знаходження частинного розв’язку лінійного неоднорідного рівняння зі ста-

лими коефіцієнтами 2-го порядку. Метод Лагранжа. 

17. Системи диференціальних рівнянь та метод їх розв’язання. 

  



РОЗРАХУНКОВІ ЗАВДАННЯ 
 

Задача 1. Знайти загальний інтеграл диференціального рівняння 

1.1. dxxyydyxydyxdx 22 2334  . 

1.2. 04)1( 22  xyyyx . 

1.3. ydyxydydxy 424  . 

1.4. ydyxydydxy 52 )21(  . 

1.5. dxxyxydyydyxdx 23266  . 

1.6. 023  dyxydxyx . 

1.7. 0)5(  dxyedye xx . 

1.8. 01
1

1
2







y

x
yy . 

1.9. dxxyydyxydyxdx 22666  . 

1.10. 0425 22  dyxdxyx . 

1.11. 0)2()4(  dxyedyey xx . 

1.12. 04 22  xxyyx . 

1.13. dxxyydyxydyxdx 22 22  . 

1.14. 014 22  dyxydxy . 

1.15. 0)1()8(  dxeydye xx .  

1.16. 0cos2sin  xtgydxxdy  

1.17. dxxydyyxydyxdx 226  . 

1.18. 0ln  yxyy . 



1.19. xx eyye )1()1( 2  . 

1.20. 0cos2sin 3  xtgydxydy  

1.21. dxxydyyxydyxdx 22 3226  . 

1.22. 0)ln1(  yxyy . 

1.23. xx eytgye  )3( . 

1.24. 01)1( 22  yyxyx . 

1.25. xydxdyyxydyxdx  2 . 

1.26. 0)(45 22  dyyyxdxy . 

1.27. xx eyye  ln)1( . 

1.28. 02)(3 2  dxxydyyxy . 

1.29. dxxdyyydyxdx yx
22

2  . 

1.30. 0222  yxxyx . 

1.31. xydxydyxydyxdx  2320 . 

 

Задача 2. Знайти загальний інтеграл диференціального рівняння. 

2.1. 24
2

2


x

y

x

y
y . 

2.2. 
22

23

2

23

xy

yxy
yx




 . 

2.3. 
yx

yx
y




 . 

2.4. yyxyx  22 . 



2.5. 362
2

2


x

y

x

y
y . 

2.6. 
22

23

22

43

xy

yxy
yx




 . 

2.7. 
yx

yx
y






2

2
. 

2.8. yyxyx  222 . 

2.9.   483
2

2


x

y

x

y
y . 

2.10. 
22

23

32

63

xy

yxy
yx




 . 

2.11. 
xyx

yxyx
y

22

22




 . 

2.12. yyxyx  222 . 

2.13. 66
2

2


x

y

x

y
y . 

2.14. 
22

23

42

83

xy

yxy
yx




 . 

2.15.  
yx

yx
y




 . 

2.16. yxyx  3 . 

2.17. 882
2

2


x

y

x

y
y . 

2.18. 
22

23

52

103

xy

yxy
yx




 . 

2.19. 
xyx

yxyx
y

23

3
2

22




 . 



2.20. yyxyx  222 . 

2.21. 128
2

2


x

y

x

y
y . 

2.22. 
22

23

62

123

xy

yxy
yx




 . 

2.23.
xyx

yxyx
y

4

3
2

22




 . 

2.24. yyxyx  2232 . 

2.25. 5104
2

2


x

y

x

y
y . 

2.26. 
22

23

72

143

xy

yxy
yx




 . 

2.27. 
xyx

yxyx
y

6

5
2

22




 . 

2.28. yyxyx  224 . 

2.29. 10103
2

2


x

y

x

y
y . 

2.30. yyxyx  224 . 

2.31. 
xyx

yxyx
y

62

52
2

22




 . 

 

Задача 3. Знайти розв’язок задачі Коші. 

3.1. 1)1( ,4  yx
x

y
y . 

3.2. 1)
2

( ,sin2 2 


yxxyctgxy . 



3.3. 1)0( ,2sin
2

1
cos 2  yxxyy . 

3.4. 
2

1
)

4
( ,cos 


yxytgxy . 

3.5. 4)1( ,2
2

23 


 yxx
x

y
y . 

3.6. 1)0( ),1(
1

1



 yxxey

x
y x . 

3.7. 1)
2

( ,cos 


yxx
x

y
y . 

3.8. 



1

)( ,sin  yx
x

y
y . 

3.9. 1)1( ,
2

4  yx
x

y
y . 

3.10. 1)0( ,
11

2
2

4

2






 y

x

x
y

x

x
y . 

3.11. 4)2( ,5
52

2



 yy

x

x
y . 

3.12. eye
x

x

x

y
y x 


 )1( ,

1 2
2

. 

3.13. 2)1( ,
ln

2
2

 y
x

x

x

y
y . 

3.14. 4)5( ,
2

12



 y

xx

y
y . 

3.15. 
6

5
)1( ,

2 3
 yy

x
y x . 

3.16. 1)1( ,3  yx
x

y
y . 

3.17. 3)1( ),1(
1

2 2

2



 yxx

x

xy
y . 



3.18. 1)1( ,1
21
2




 yy
x

x
y . 

3.19. 3)1( ,
23

6
 y

xx

y
y . 

3.20. 3)1( ,2  yxxyy . 

3.21.  3)0( ,
2)1(2 2




 y
x

x

xy
y . 

3.22. 3)0( ,  yxxyy . 

3.23. 1)0( ,)1(
1

2 2 


 yexxy
x

y x . 

3.24. 1)0( ,sin2
2

  yxxexyy x . 

3.25. 
2

1
)0(, )1(

1

2 4 


 yxx
x

y
y . 

3.26. 3)0( ,2sincos  yxxyy . 

3.27. 
2

1
)0( ,44 3  yxxyy . 

3.28. 1)1( ,
ln 2

 y
x

x

x

y
y . 

3.29. 0)0( ,
3

)1(
3

32
2 


 y

xx
yxy . 

3.30. 1)0( ,2sincos  yxxyy . 

3.31. 1)1( ,
2

5
 y

xx

y
y . 

 

Задача 4. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння. 

4.1. yxxy  ln . 

4.2. 1 yyx . 



4.3. yyx 4 . 

4.4. 1 xyyx . 

4.5. 0
sin

1


x
yytgx . 

4.6. 12  yxyx . 

4.7. 03  yctgxy . 

4.8. 123  yxyx . 

4.9. ytgxy  2 . 

4.10. yxcthy  22 . 

4.11. 134  yxyx . 

4.12. 04  yyx . 

4.13. 32 2)1( xyxyx  . 

4.14. 145  yxyx . 

4.15. 0
1


x
yyx . 

4.16. 0 xyyx . 

4.17. yytgx  . 

4.18. xyyx  . 

4.19. 1 yytgx . 

4.20. yyxtg  55 . 

4.21. yyxth  77 . 

4.22. xyxyx  23 . 



4.23. 0
1


chx

yycthx . 

4.24. )1()1(  xyyx . 

4.25. xyyx cos)1(sin   

4.26. 
x

yyx
1

 . 

4.27. 
2

2
2

x
yyx  . 

4.28. chxyycthx  . 

4.29. 4
34

 yy xx . 

4.30. xy
x

x
y 2

1

2



 . 

4.31. 32 122)1( xyxyx  . 

 

Задача 5. Знайти розв’язок задачі Коші. 

5.1. 
22

1
(0)y ,2  y(0),14 43  yyy . 

5.2. 8(0)y ,1  y(0),128 3  yy . 

5.3. 2(0)y ,4  y(0),0643 yy . 

5.4. 1(0)y ,0  y(0),0cossin2 3  yyy . 

5.5. 4(1)y ,
2

  y(1),0cossin32 3 


yyy .  

5.6. 7(1)y ,1  y(1),98 3  yy . 

5.7. 1(3)y ,7  y(3),0493 yy . 



5.8. 
2

1
(0)y ,2/2  y(0),1164 4

3

 yyy . 

5.9. 2(0)y ,0  y(0),0cossin8 3  yyy . 

5.10. 6(2)y ,1  y(2),72 3  yy . 

5.11. 2(0)y ,3 y(0),0363 yy . 

5.12. 3(1)y ,
2

  y(1),cossin18 3 


yyy . 

5.13. 
2

1
(0)y ,2/2  y(0),164 43  yyy . 

5.14. 5(3)y ,1  y(3),50 3  yy . 

5.15. 1(2)y ,5  y(2),025 yy . 

5.16. 3(0)y ,0  y(0),0cossin18 3  yyy . 

5.17. 2(1)y ,
2

  y(1),cossin18 3 


yyy . 

5.18. 4(4)y ,1  y(4),32 3  yy . 

5.19. 2(1)y ,2  y(1),0163 yy . 

5.20. 4(0)y ,0  y(0),0cossin32 3  yyy . 

5.21. 5(1)y ,
2

  y(1),cossin50 3 


yyy . 

5.22. 3(1)y ,1  y(1),18 3  yy . 

5.23. 3(1)y ,1 y(1),093 yy . 

5.24. 2(0)y ,2(0)  y ),1(4 43  yyy . 

5.25. 5(0)y ,0  y(0),0cossin50 3  yyy . 

5.26. 2(0)y ,1  y(0),8 3  yy . 



5.27. 2(0)y ,1  y(0),043 yy  

5.28. 1(1)y ,
2

  y(1),cossin2 3 


yyy . 

5.29. 2(0)y ,22  y(0),1643  yyy . 

5.30. 1(-1)y ,1  y(-1),2 3  yy . 

5.31. 1(1)y ,1  y(1),013 yy . 

Задача 6. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння. 

6.1. xexyyy )1216(954  . 

6.2. xexyyy 2)21(23  . 

6.3. 23  xyy . 

6.4. xexyyy 2)52(2  . 

6.5. xexyyy )2118(43  . 

6.6. xexyyy )52(45  . 

6.7. 144  xyyy . 

6.8. xexyyy  )2118(2 . 

6.9. xexyyy )48(2  . 

6.10. xyyy 423  . 

6.11. xexyyy 2)94(23  . 

6.12. 161254  xyyy . 

6.13. xexyyy  )116(2 . 

6.14. xexyyy )56(2  . 

6.15. 15944  xyyy . 



6.16. )cos(sin42 xxyy  . 

6.17. xeyyy x 6sin44  . 

6.18. )cos(sin22 xxeyy x  . 

6.19. xxyy 7sin37cos2  . 

6.20. xyyy 2sin52  . 

6.21. )cos3sin5(284 xxyyy  . 

6.22. )cos(sin2 xxeyy x  . 

6.23. xeyyy x 3sin44 2 . 

6.24. xeyyy x 4cos136 3 . 

6.25. xxyy 3sin33cos2  . 

6.26. xyyy sin252  . 

6.27. xxyyy cos4sin384  . 

6.29. )cos(sin102 xxyy  . 

6.30. xeyyy x 5sin44 2 . 

6.31. xxyy 5sin35cos2  . 

Задача7.  Знайти загальний розв’язок  системи диференціальних рівнянь.  

7. 1  {

  

  
     

  

  
     

          

7.2   {

  

  
       

  

  
       

 



7.3  {

  

  
     

  

  
      

        

7.4  {

  

  
    

  

  
        

 

7.5  {

  

  
       

  

  
       

       

7.6  {

  

  
       

  

  
         

 

7.7  {

  

  
     

  

  
      

  

7.8  {

  

  
           

  

  
       

 

7.9  {

  

  
        

  

  
      

  

7.10  {

  

  
       

  

  
   

 

7.11  {

  

  
     

  

  
        

  

7.12  {

  

  
     

  

  
    

 



7.13  {

  

  
     

  

  
       

  

7.14   {

  

  
      

  

  
       

 

7.15   {

  

  
      

  

  
       

  

7.16   {

  

  
        

  

  
     

 

7.17   {

  

  
    

  

  
    

    

7.18   {

  

  
      

  

  
     

 

7.19   {

  

  
     

  

  
     

 

7.20   {

  

  
      

  

  
        

 

7.21   {

  

  
    

  

  
     

 

7.22  {

  

  
    

  

  
    

 



7.23  {

  

  
     

  

  
    

 

7.24   {

  

  
      

  

  
    

 

7.25   {

  

  
      

  

  
    

  

7.26    {

  

  
    

  

  
      

 

7.27   {

  

  
     

  

  
        

   

7.28   {

  

  
     

  

  
      

 

7.29   {

  

  
     

  

  
     

    

7.30   {

  

  
     

  

  
      

 

7.31  {

  

  
     

  

  
     

  

  



СПИСОК ЛІТЕРАТУРИ 
 

1.Владіміров В.М., Пучков О.А., Шмигевський М.В. Збірник завдань з вищої 

математики.      Ч.2.-Київ: Політехніка, 2002.-108 с. 

 

2. Дубовик В.П., Юрик І.І. Вища математика: навчальний посібник.-Киів: 

А.С.К.-2005.-    648с.ISBN 966-539-320-0 

 

3. Пискунов Н.С.Дифференциальное и интегральное исчисление. Т.2.- М 

.Наука, 1970.-576 с. 

 

4. Письменный Д.Т. Конcпект лекций по высшей математике. Полный курс (9-е 

изд.). М:Высшее образование .- 2009.-606 с. 

 

5. Самойленко А.М., Кривошея С.А., Перестюк Н.А. Дифференциальные урав-

нения. Практический курс. Учебное пособие.-М. :Высшая школа.-2006. 

-383 с. 

6. Лісовська В.П., Перестюк М.О. Вища математика. Практикум: у 2ч. - Київ, 

КНЕУ, 2012.-443,[5]с. 

 

  



Зміст 
ВСТУП ................................................................................................................................................ 3 

Глава 1. Диференціальні рівняння першого порядку ..................................................................... 5 

1.1. Загальні поняття та означення ............................................................................................... 5 

1.2. Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними .................................................. 8 

1.3. Однорідні диференціальні рівняння та рівняння, які до них зводяться .......................... 11 

1.4. Лінійні диференціальні рівняння ......................................................................................... 17 

1.5. Рівняння Бернуллі ................................................................................................................. 22 

1.6. Рівняння в повних диференціалах ....................................................................................... 24 

Глава 2. Диференціальні рівняння вищих порядків ...................................................................... 28 

2.1. Загальні поняття та означення ............................................................................................. 28 

2.2. Деякі рівняння вищих порядків, які допускають пониження порядку ............................ 29 

2.3. Лінійні диференціальні рівняння другого порядку ........................................................... 35 

2.4. Однорідні лінійні рівняння ................................................................................................... 35 

2.5. Лінійні неоднорідні диференціальні рівняння ................................................................... 40 

2.6. Метод Лагранжа .................................................................................................................... 42 

2.7. Лінійні однорідні диференціальні рівняння другого порядку .......................................... 45 

зі сталими коефіцієнтами ............................................................................................................ 45 

2.8. Лінійні неоднорідні диференціальні рівняння ІІ порядку ................................................. 50 

зі сталими коефіцієнтами ............................................................................................................ 50 

Глава 3. Системи диференціальних рівнянь. ................................................................................. 60 

ТЕОРЕТИЧНІ ПИТАННЯ ............................................................................................................... 64 

РОЗРАХУНКОВІ ЗАВДАННЯ ....................................................................................................... 66 

СПИСОК ЛІТЕРАТУРИ .................................................................................................................. 80 

 

 

 


